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К РАСЧЕТУ ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ ПО КОМПЛЕКСНЫМ  
РАСЧЕТНЫМ СХЕМАМ. ТЕХНИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ СЖИМАЕМОГО 
СЛОЯ - ТТСС 
 
Рассматривается проблема учета работы деформируемого основания при расчете 
сооружений по единым комплексным расчетным схемам «здание - фундаментная конст-
рукция - основание» В качестве модели упругого основания принимается модель сжи-
βо 0 5 10 15
θо 0 31,46 48,31 59,79
tgθ - 0,61 1,12 1,71
x ,мм 89,12 117,76 118,95 111,31
Mxu, кНм 43,24 42,16 39,59 36,17
ст зона прямокут трапеція трикутн трикутн
θо 0 37,54 48,31 59,79
tgθ - 0,77 1,12 1,71
x ,мм 89,12 119,73 118,95 111,31
Mxu, кНм 45,44 42,35 39,59 36,17
ст зона прямокут трикутн трикутн трикутн
θо - 28 40 50
tgθ - 0,53 0,84 1,19
x1,мм - 123,61 131,75 123,41
Mxu, Мпа - - - 38,1
ст зона - трапеція трапеція трапеція
експериментальні дані
згідно з СНиП 2.03.01-84
за формулами (11)-(13) та за формулами [2]
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маемого слоя. Решение проблемы задания функции распределения перемещений по 
высоте слоя дает основание для введения термина «техническая теория сжимаемого 
слоя» – ТТСС. Статья является развитием работы [2]. 
 
 При построении приближенных теорий вводятся некоторые гипо-
тезы, существенно упрощающие решение задачи. Техническая теория 
изгиба тонких пластин (ТТИП) строится как приведение общей трех-
мерной задачи механики деформируемого тела к двухмерной посред-
ством следующих допущений (т.н. гипотез Кирхгоффа - Лява [1]): 
 1) напряжения σz, τxz, τyz  являются второстепенными, т.е. они 
малы по сравнению с основными напряжениями σx, σy, τy, и ими мож-
но пренебречь при вычислении деформаций 
σz, = 0,    τxz ≈ 0,    τyz ≈ 0;  (1) 
проекция перемещений w(x,y,z) на ось Z принимается неиз-
менной по толщине пластины, т.е. равной прогибу  w(x,y,0) срединной 
плоскости 
w(x,y,z) ≈ w(x,y,0);             (2) 
 3) при загружении пластины вертикальной нагрузкой срединная 
плоскость не растягивается 
u(x,y,0) = v(x,y,0).              (3) 
Из допущения о малости τxz , τyz следует: 
τxz = Gγxz = 0;   τyz = Gγyz = 0,   (4) 
0≈
∂
∂
+
∂
∂
=γ
x
w
z
u
xz , 0≈∂
∂
+
∂
ν∂
=γ
y
w
z
xz .        (5) 
Интегрируя эти равенства по z с учетом (3), получаем: 
x
w
zu
∂
∂
−=
y
w
zv
∂
∂
−= ,    (6) 
т.е. так называемую гипотезу плоской нормали – любая прямая, нор-
мальная к срединной плоскости до деформации, остается после де-
формации прямой, нормальной к срединной поверхности. 
При решении задачи об упругом сжимаемом слое методом Кан-
торовича-Власова [2], сводящим трехмерную задачу к двухмерной, 
приняты следующие допущения: 
σx, ≈ 0,   σy ≈ 0,   τxy ≈ 0,  (7) 
что следует из (14) в [2], а из (15) в [2] – что вертикальные перемеще-
ния определяются на дневной поверхности слоя, а в самом слое изме-
няются по некоторому закону Ψ(z). 
Таким образом, имея полную аналогию с технической теорией из- 
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гиба пластин (ТТИП), можно к полному решению задачи об упругом 
слое [2] применить термин «техническая теория сжимаемого слоя» – 
ТТСС. 
Как известно, в теории изгибаемых пластин, несмотря на приня-
тую гипотезу (1), в результате удовлетворения уравнениям равновесия 
упругого тела, получаем  τxz ≠ 0,  τyz≠ 0.  Вследствие этого противоре-
чия возникает проблема удовлетворения статических граничных усло-
вий, связанная с заданием перерезывающих сил на контуре – так назы-
ваемый парадокс граничных условий Пуассона-Кирхгофа. 
Дифференциальное уравнение  4-го порядка (уравнение Софи 
Жермен): 
D
yxq
w
),(22
=∇∇ ,                              (8) 
 
где 
)1(12 2
3
µ−
=
EhD  – цилиндрическая жесткость пластины, при ин-
тегрировании позволяет удовлетворить двум условиям на каждом 
крае, в то время как силовых факторов  –  три. Это противоречие раз-
решается, как известно, введением приведенных поперечных сил 
Кирхгофа. 
В технической теории сжимаемого слоя, то есть первом прибли-
женном решении пространственной задачи В.З.Власова [3], также со-
держится противоречие, как следствие принятых кинематических ги-
потез – нарушение закона парности касательных напряжений на уров-
не дневной поверхности.  
Ниже приводится такое решение для задачи об упругом слое в 
рамках «технической теории сжимаемого слоя», в котором удалось 
добиться соблюдения условия Коши парности касательных напряже-
ний в плоскости   z=0.  
При решении плоской задачи (плоская деформация) принимается:  
 
        )()(),( 1 xuzzxu ⋅Ψ= ,  
  )()(),( 3 xwzzxw ⋅Ψ= ,            (9) 
 
где функции  Ψ1(z)  и  Ψ3(z)  принимаются в виде соответственно по 
(36) и (38) из [2]. Теперь  
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).()()(1                  
)()()()(
3
31
xwzxu
H
xwzxuz
z
w
x
u
x
xxz
′
⋅
′Ψ+−=
=
′
⋅Ψ+⋅′Ψ=+= ∂
∂
∂
∂γ
              (10) 
Используя граничное условие (16a) из [2] при  z=0, Ψ3 =1 полу-
чаем: 
           0)()(1 =′+− xwxu
H x
, т.е. 
)x(wH)x(u x′⋅= .                                   (11) 
Окончательно получаем представления для поля перемещений:  
).()(=                                                          ),(
);()()(1)()(),(
3
1
xwzzxw
xwzxwH
H
z
xwHzzxu
⋅Ψ=
′⋅Φ=′⋅⋅





−=′⋅⋅Ψ=
         (12) 
Деформации принимают следующий вид:  
).()(   );()(   );()( 3 xwz
x
w
z
u
xwz
z
w
xwz
x
u
xzzx ′⋅Θ=+=⋅
′Ψ==′′⋅Φ== ∂
∂
∂
∂γ∂
∂
ε∂
∂
ε    (13) 
Здесь введены следующие обозначения:  
Φ(z)=H-z; Θ(z)=Ψ3(z)-1.                               (14) 
Используя для получения  матрицы  жесткости двухмерного ко-
нечного элемента плоской задачи длиной  l  известные выражения свя-
зи между напряжениями и деформациями и стандартную процедуру   
МКЭ, при интегрировании по координате z  получаем следующие вы-
ражения, которые можно трактовать как параметры рассматриваемой 
модели основания, в данном случае – четырехпараметрической : 
{ }∫ ′Ψ
−
=
H
dzzEK
0
2
32
0
0
,)(
1
δ
µ
          (15) 
 
{ }∫ Θ+=
H
dzzEB
0
2
0
0
,)()1(2 δµ
          (16) 
 
∫
′Ψ⋅Φ
−
=
H
dzzzER
0
32
0
0
,)()(
1
2 δ
µ
          (17) 
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{ }∫ Θ
−
=
H
dzzES
0
2
2
0
0
2 .)(
1
2 δ
µ
          (18) 
Здесь δ – ширина рассматриваемой полосы основания.  
Первый параметр  (15) – полностью (с точностью до множителя 
δ) совпадает с традиционным параметром K [3],  характеризующим 
сопротивление слоя сжатию, и имеет размерность (т/м2) (решается 
плоская задача!).  
Второй параметр (16) – является аналогом параметра  2t  из реше-
ния [3], имеет ту же размерность (т), но отличается от него по величи-
не, так как интегрируется другая функция аппроксимации перемеще-
ний по высоте слоя. Третий параметр (17) также имеет размерность (т), 
а четвертый (18) – имеет размерность (тм2) и порожден учетом «кру-
тильной» жесткости рассматриваемой модели.  
Матрица жесткости  КЭ  основания длиной  l  порядка  4∗4  (вво-
дятся по два неизвестных в узле – wi и ϕiy)  имеет следующие неповто-
ряющиеся элементы верхнего треугольника:  
 
;
l
S
l
R
l
BlKrr 322211
6
5
6
5
6
35
13
+−+==
 
;
l
S
l
R
l
BlKr 3212
6
5
6
5
6
70
9
      −+−==
 
;
l
SRBlKrr 22
2
2413
3
10
6
10
1
210
11
+++−=−=                (19) 
;
l
SRBlKrr 22
2
2314
3
10
1
10
1
420
13
+−+−=−=  
;
2
15
2
15
2
105
1
    2
3
4433 l
SlRlBlKrr +−+==  
.
l
SlRlBlKr 2
30
1
30
1
140
1
             2
3
34 ++−−=  
 
В выражениях (19) можно выделить первые два слагаемые, – те, 
которые соответствуют "традиционному" решению плоской задачи, 
полученному ранее [4], с заменой параметра  2t  на параметр  B.  
При решении пространственной задачи поле перемещений при-
нимается в виде: 
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).,()(),,(
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);,()(),,(
3
1
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yxwzzyxw
yxvzzyxv
yxuzzyxu
⋅Ψ=
⋅Ψ=
⋅Ψ=
   
Функции  Ψ1(z)  и  Ψ3(z)  принимаются по  (36) и (38) из [2]. 
Используя граничное условие  при z = 0  
031 =
′
⋅Ψ+⋅Ψ=
∂
∂
+
∂
∂
=γ )y,x(w)z()y,x(v)z(
y
w
z
v
yyz ,      (21) 
получаем      
).,(),( yxwHyxv y′⋅=           (22) 
Аналогично, используя условие равенства нулю на дневной по-
верхности  γxz  (соблюдение закона парности касательных напряжений 
Коши), получаем: 
).,(),( yxwHyxu x′⋅=                        (23) 
Теперь, имея откорректированное  поле перемещений для  про-
странственного  КЭ упругого слоя с 12 степенями свободы в виде: 
),,()(                           ),,(
              );,()(),()(),,(
);,()(),()(),,(
3
1
1
yxwzzyxw
yxwzyxwHzzyxv
yxwzyxwHzzyxu
yy
xx
⋅Ψ==
′
⋅Φ=′⋅⋅Ψ=
′
⋅Φ=′⋅⋅Ψ=
 
где функция  Φ(z)  определена в (14), получаем в результате примене-
ния стандартной процедуры   МКЭ   численное решение пространст-
венной задачи.   
Параметры рассматриваемой пространственной модели основа-
ния имеют вид :  
{ }∫ ′Ψ
−
=
H
dzzEK
0
2
32
0
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{ }∫ Φ+=
H
dzzEB
0
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,)()1(2 µ       (26) 
∫
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−
=
H
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0
32
0
0
,)()(
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(20)
(24)
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Размерность первых двух параметров – аналогов параметров K  и  
2t – (18) из [2] совпадает с их размерностью- (т/м3) и  (т/м), такую же 
размерность (т/м) имеет третий параметр R,  размерность «крутиль-
ных» параметров  S1  и  S2  – тм. 
Первые четыре элемента матрицы жесткости  КЭ-12  упругого 
«пятипараметрического» основания имеют следующий вид (ниже при-
водятся только добавки к "традиционному"  конечноэлементному ре-
шению [5]) : 
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где m – соотношение сторон пространственного  КЭ  в плане. В "тра-
диционном" решении также, как и в плоской задаче (см. выше), надо 
заменить параметр  2t  на  B  из (26). Как нетрудно видеть из рассмот-
рения (25)-(29) и (15)-(16), новая  «пятипараметрическая»  модель 
упругого основания не усложняет проблему назначения физических 
характеристик по сравнению с «традиционной» двухпараметрической.  
В обоих случаях эта проблема заключается только в определении 
γ3  из (38). Один из возможных способов решения этой проблемы – 
метод «численных штамповых испытаний» – рассматривается в [6]. 
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Предложенная выше методика построения уточненных решений 
для модели сжимаемого слоя дает возможность реализовать также мо-
дель слоя с неполным прилипанием к подстилающей «скале» (модель с 
«проскальзыванием»): 
.0),,(
;0),,(
≠
≠
=
=
Hz
Hz
zyxv
zyxu
              (34) 
В этом случае в (9) – в разложениях для u(x,y,z)  и  v(x,y,z ) – на-
до заменить Ψ1(z)  по (36) на  Ψ2(z)  по (37) из [2], тогда  выражения 
для  u(x,y,z)  и   v(x,y,z) из [2] (15)-(16) примут вид:  
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Таким образом, в данном случае Ψ(z)  становится числом 2/1 γ   
и отсюда следуют  упрощения при определении параметров  модели 
сжимаемого слоя с  неполным прилипанием: 
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Проблема задания коэффициента  γ2  (имеющего размерность м-1)  
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может быть решена так же, как и для коэффициента  γ3  [6], при обра-
ботке  МНК  горизонтальных перемещений, полученных при соответ-
ствующих  «численных штамповых испытаниях. Вообще говоря, усло-
вие полного прилипания дает меньшие величины перемещений днев-
ной поверхности основания (К.Е.Егоров, О.Я.Шехтер), однако, следуя 
тому же К.Е.Егорову, при расчете фундаментных плит значительных в 
плане размеров при ограниченной толщине слоя необходимо допус-
тить наличие горизонтальных перемещений на нижней поверхности 
сжимаемой толщи.  
Таким образом, решения для задачи об упругом сжимаемом слое, 
полученные при помощи уточненных квазидвухмерных схем, дают 
возможность учета горизонтальных перемещений. В работе 
Н.А.Цытовича «Теория и практика фундаментостроения», М.: СИ, 
1964, составленной по материалам V Международного конгресса по 
механике грунтов и фундаментостроению, проходившего в Париже в 
июле 1961 г., среди многих других проблем рассмотрен также вопрос о 
горизонтальных перемещениях дневной поверхности. Так, в материа-
лах одного из докладов на Конгрессе (Харди Р. и Риплея К. «Горизон-
тальные смещения, связанные в вертикальными осадками на основе 
натурных наблюдений одного из зданий металлургического завода»)  
получено простое соотношение между вертикальными осадками по-
верхности грунта и соответствующими им горизонтальными переме-
щениями в виде: 
u(v)=αH, 
где u(v) –  горизонтальное перемещение; α –  градиент вертикальных 
осадок в рассматриваемой точке; Н – толщина гравелистого слоя грун-
та, залегающего над сжимаемой толщей грунта. 
Н.А.Цытович отмечает, что  «...доклад интересен тем, что при-
влекает внимание к явлению, изучением которого в настоящее время 
мало кто занимается... По наблюдениям НИИ оснований и подземных 
сооружений  (НИИОПС)  горизонтальные смещения фундаментов со-
оружений особенно часто наблюдаются при осадках над горными вы-
работками...». 
В 70-80-х годах проблемой строительства в районах с горными 
выработками (Донбасс, Урал, Кузбасс, другие добывающие регионы) и 
на просадочных грунтах, в связи с возникшей проблемой уменьшения 
свободных для застройки площадей, занимались  НИИОПС,  НИИСК 
(Киев),  Донецкий ПСП,  Харьковский ПСП,  РИСИ и др.  
Итак, учет горизонтальных перемещений сжимаемого слоя ника-
ких принципиальных затруднений не вызывает, только приводит к 
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появлению новых «параметров» модели основания типа (18) [2] и к 
увеличению порядка разрешающих систем линейных уравнений МКЭ. 
Термин «новая техническая теория расчета конструкций на упру-
гом основании» употреблялся В.З.Власовым и Н.Н.Леонтьевым в ра-
ботах и сообщениях 1952-1958 гг., а также в Предисловии к классиче-
ской книге «Балки, плиты и оболочки на упругом основании» издания 
1960 г. [3], но в дальнейшем его авторами (т.е. В.З.Власовым и 
Н.Н.Леонтьевым) не употреблялся. Очевидно, это объяснялось неко-
торой неопределенностью в задании функции распределения переме-
щений по высоте сжимаемого слоя Ψ(z), на априорном задании кото-
рой и основана вся теория. 
Полная аналогия с ТТИП в последовательности построения при-
ближенного решения для сжимаемого слоя, решение проблемы зада-
ния функции  Ψ(z)  [2] и проблемы введения в расчетную схему бес-
конечной осадочной лунки [6], разработка альтернативных квазидвух-
мерных схем конечноэлементной реализации задачи об упругом слое 
[7-9] дают основания для пользованием термином «техническая тео-
рия сжимаемого слоя» - ТТСС. 
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